
1 库仑势的 SO(4) 对称性

考虑哈密顿量

H =
p2

2m
+ V (r⃗) , (1.1)

其中 pi = −iℏ∂i, V (r⃗) = −k/r.
1. 由上面哈密顿量所描述的经典动力学系统正是在库仑势中运动的一个带电粒子。
2. 哈密顿量 H 只依赖到原点距离 r 而不显含 xi，因此可以推断此系统至少有转动群 SO(3) 作为

对称群。
3. SO(3) 共有 3 个生成元，因此可以推断该动力学系统必然有对应的 3 个守恒量，即 3 个方向的

角动量 Li = ϵijkxjpk。于是当 (r⃗, p⃗) 满足运动方程

EOM : pi = m
dxi
dt
,

dpi
dt

= −kxi
r3

, (1.2)

的时候，dLi/dt = 0.
事实上，该哈密顿量还有额外 3 个守恒量。定义物理量

Ai ≡
1

m
ϵijkpjLk −

kxi
r

. (1.3)

注意利用 ϵijk 的全反对称性可以得到 AiLi = 0.
下面证明此物理量也是守恒量。考虑 r⃗, p⃗ 满足运动方程。于是我们有：

dAi

dt
=

1

m
ϵijk

(
− kxj

r3

)
(ϵkrsxrps)−

k

mr
pi +

kxi
r2

dr

dt
(1.4)

= − k

r3
1

m
(δirδjs − δisδjr)xjxrps −

k

mr
pi +

kxi
r2

dr

dt
(1.5)

= − k

r3
1

m
(xi(xjpj)−(xjxj)pi)−

k

mr
pi +

kxi
r2

dr

dt
(1.6)

= − k

r3
1

m
xi(xjpj) +

kxi
r2

∂r

∂xj

dxj
dt

(1.7)

= − k

r3
1

m
xi(xjpj) +

kxi
mr2

xj
r
pj (1.8)

= 0 . (1.9)

考虑对哈密顿量进行量子化。此时 pi = −iℏ∂i，Li = ϵijkxjpk 作用在任意波函数 ψ ∈ L2(R3) 上。
对于 Ai，我们定义

Ai ≡
1

2m
ϵijk(pjLk − Ljpk)−

kxi
r

. (1.10)

经典关系 AiLi = 0 现在提升为算符方程 AiLi = LiAi = 0。另外有

AiAi = k2 +
2

m
H(LiLi + ℏ2) . (1.11)
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此时，可以证明以下对易关系：

[H,Li] = 0, [H,Ai] = 0 (1.12)
[Li, Lj] = iℏϵijkLk, [Li, Aj] = iℏϵijkAk, (1.13)

[Ai, Aj] = −i 2
m
ℏϵijkLkH . (1.14)

其中第一行描述 L 和 A 都是量子守恒量，即经典守恒方程 dL⃗/dt = dA⃗/dt = 0 的量子对应。第二行
描述 L⃗ 和 A⃗ 在 SO(3) 群作用下如普通 3 维空间矢量那样转动，更特别的是，Li 之间的对易关系表
明 Li 正好是 SO(3) 生成元。
由于 Li 和 Ai 与哈密顿量对易，因此 Li 和 Ai 不会改变能量本征态的能量；即，若 HE 是能量为

E 的能量本征态空间，则 Li, Ai 作用在这个空间内部。换句话说，本征态空间构成 Li, Ai 的表示空
间。考虑某个 HE。在这空间上，定义 Ãi =

√
−m/(2E)Ai，并定义

Li ≡
1

2
(Li + Ãi), Ri ≡

1

2
(Li − Ãi) . (1.15)

则显然有

[H,Li] = [H,Ri] = 0 (1.16)
L2 = R2 (1.17)
[Li,Rj] = 0 (1.18)
[Li,Lj] = iℏϵijkLk, [Ri,Rj] = iℏϵijkRk . (1.19)

最后一行表明，{Li} 和 {Ri} 分别是两组交换的 SO(3) 生成元：即，粗略的说，哈密顿量 H 与
直积群 SO(3)L × SO(3)R 的生成元对易，系统的对称性实际上是更大的 SO(3)L × SO(3)R。这个群与
SO(4) 同构。回顾 HE 是这个 SO(3)L × SO(3)R 的表示空间，应该分解为 SO(3)L × SO(3)R 的不可
约表示，而这些不可约表示应该按照 (lL, lR) 两个总角动量量子数标记。但实际上这两个总角动量受
到算符方程 L2 = R2 的约束，因此有 lL = lR = l，而 L2 与 R2 的本征值均为 l(l+ 1)ℏ2。
注意到从算符方程 AiAi = k2 + 2

m
H(LiLi + ℏ2) 出发可以得到

−m
2E

AiAiψ =
−m
2E

k2ψ +
−1

E
H(LiLi + ℏ2)ψ =

−m
2E

k2ψ − (LiLi + ℏ2)ψ, ∀ψ ∈ HE , (1.20)

于是有

(ÃiÃi + LiLi)ψ = 4L2ψ = (−mk
2

2E
− ℏ2)ψ (1.21)

另外，左边的本征值为 4l(l+ 1)ℏ2, l ∈ 1
2
N, 于是有

4l(l+ 1)ℏ2ψ = (−mk
2

2E
− ℏ2)ψ ⇒ (4l2 + 4l+ 1)ℏ2ψ = −mk

2

2E
⇒ E = − mk2

(2l+ 1)2ℏ2
. (1.22)

即氢原子解的主量子数 n 由 2l+ 1 给出。
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